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Exercice 1 (Dériver)

f()<1()>1 i) = sin(cos? 2), f3<x>=m,

fa(x) = arctan () fs(z) = exp(tan(2z)), fo(z) = !

x3)’ ~ cos(cosm)’
1 5
fi@) =V1+VI+dz, fs(z) = —5——> "
4+ 1=
2 2 T 2 s ]
/ a2 & T oz , 1 2e0lnx — x X <
o fi(z)=3uu"onu= In(z%) ~ 5In(a) donc v’ = E X (n7)? , donc
32°(2Inx — 1)
/ J—
K = o5
o f3(x) =sin’(u) onl u = cos® x donc u' = —2sinx cos x, donc
f3(z) = —2sin z cos x cos(cos® 1) |
1 1 2 1 1
o fi(z)= §UIU%71 ouu = 1—}-? donc u' = o donc f3(z) = ERe 1L
c’est-a-dire
1
‘/ €rT) = ———|.
fd( ) .LQ\/m




3 3
e fi(z) = v arctan’(u) ot u = — donc v’ = ——, donc fj(r) = ——=E—
s )
c’est-a-dire
3z
/ U
(x) = 1w = tan(2z) d '=2tan’(z) = ——, d
o fi(x) =u"exp(u) ou u = tan(2z) donc u an'(z) oz, done
fila) = o expltan(2s) |
u/
e fi(x) = —— oltu = cos(cosx) donc v’ = —sinwx(—sin(cos)) = sinx sin(cos x),
u
donc
y_ sinwsin(cosx)
Jolx) = cos?(cos x)
o fi(x) = 1u'u%_1 ot u = 1+ 144z donc v = ! X 4 x #, donc
2 2 V1+4w
1 1
fo(x) c’est-a-dire

= X
Vitdr i T+ e

1

fele) = V4 4)(1+ VI T 42) |

e Avant de dériver fg, simplifions son expression. Par division euclidienne,

3 5  x+1
fs(z) =242z +x2+1'
241— 1)(2 1—2z — 22
La dérivée du dernier terme donne e ( +1)(22) = R donc
<x2 + 1)2 (.I'Q + 1)2
1—2x— 2?2
! o 2
fo(z) = 32" + 22 + @2+ 1)
Exercice 2 (Intégrer)
Q 2 3 lnt 1 2 t3
I, = | t3costdt, I, = [ tlntdt, I, = | —dt, Iy = [ t?e7dt,
0 1 1 12 0

o2t
dt

Lo ’
=
V2t + 1 871 — ¢

4 1 1
Is :/ o Vidt, 16:/ VI 2dt, 17:/
0 0 0




e En intégrant par parties, I} = [tg smt / 3t?*sintdt = 0—3 / t? sin tdt.

On integre par parties une nouvelle f01s
/ t*sintdt = [ cost +/ 2t cos tdt = 7 +2/ t costdt.
On integre par parties une derniere fois
/Oﬂtcostdt = [tsint]) — /Oﬂsintdt =0— [—cost]j = —2.

Finalement, [, = —3(7* + 2 x (—2)), c’est-a-dire

I, = —3m? + 12|

e En intégrant par parties,

2 2 42
12:/ ¢ lntdtz[l t] /—x S dt
|~

— 9] 2_7/ tdt
" 2 )1

912
:21112—1 t—
2|2,

1
=2In2—-1+4 -
n —1—4

c’est-a-dire

3
]2:21112—1

e En intégrant par parties,

5 1 L3 s 1

13:/ . ntdt:{—lnt} +/ S St
g nd P A
~—

u/

~ In3 [1]3
3 tlh
donc
2—-In3
I3 = 3




e Remarquons que t* exp(—t*) est de la forme ' exp(u) & une constante mul-
tiplicative pres.
1 1 1
La dérivée de —t* étant —3t, alors I, = —3 {e_ts] = ——(e7' = 1), cest-a-

0 3
dire

1—e !
I, = 3

e On applique le changement de variables z = V/t, ¢’est-a-dire ¢t = 2. Quand
t vaut 0, z aussi; et quand ¢ vaut 4, z vaut v4 = 2. De plus, dt = 2zdz. On
a donc

2 2
Is = / e ¥ X 2xdx = 2/ re *dx.
0 0
Or, par intégration par parties,

[ ee = [mae] o+ [fear

,vl

= 2?2 e 241=1-3e2

donc

6
_[5:2—672

e Posons le changement de variables t = sinz. Alors quand ¢ vaut 0, x aussi;
et quand ¢ vaut 1, x vaut /2, donc

1 /2
Iy = / V1—2dt = / \/1 — sin? x cos zdw
0 0

w/2
= / | cos x| cos xdx
0

/2
= / cos® vdx car cosx > 0 sur [0,7/2].
0
1 2
Or cos® z = —H:(;s(x)7 donc
1 /7/2
]6 = % + 5/0 COS(2QZ’)dI
_T 1 [sin(2x) m/2
420 2 ],
-0
c’est-a-dire
s
Is = 1l



e On applique un changement de variables en posant x = 2t + 1, ce qui revient

r—1

2

at=

donc

51’;1 1
I; = —d:
7 . \/%XQ xr
1 /3 1
= ——|d
1 <f ﬁ) ’
1[1.3/2 l.1/zr
413/2 1/2 L
1( 2+2>
4\ 3
1
[7_5.

e Encore un changement de variables en posant cette fois z = €', c’est-a-dire

t=Inuxz.
e? 2 1 e?
18:/ * dex:/ * dx
e 1l—a =« e 1—=x
T r—1+1 1
avec = =—-1+ .
1—=z l1—=x 11—z
Or ;4
/ ——de = [~In(1 - @)} = In(1 —¢) ~ In(1 - ¢2).
Je —x
Donc

Exercice 3 (Inverser)

2 1
P1_<34>7P2_
35 21
0316
P5_0021’
001 2

1—e
1 —e?

]8:e62+1n(

)

51 010 3 1 -1
(1_1>,P3—011,P4:2 0 5,
100 1 -1 0
1 2 3 4
Py = _21 il)) 01 8), P7:<a 2) ot ad — bc #£ 0,
3 0 0 O




1+a 1 1 1
1 1+a 1 1 .

Py = ) 1 l4a 1 oua € R\ {0,—-4}.
1 1 1 1+4a

En cours nous avons vu essentiellement quatre méthodes.

Matrices Méthode conseillée
P, P, P formule d’inversion impliquant la comatrice
Py inversion d'un systeme linéaire
Py, Ps, Ps | méthode de Gauss en disposant la matrice identité a droite
P trouver un polyndéme annulateur
0 01
14 -1 1/(1 1
P1‘1:< > P2‘1:< ) Pit=11 00
5\-3 2 6\1 =5 110
9 —15 =29 55
5 1 5
1 110 9 12 —-33
-1+ _ -1 _
=5 _52 i _127 B =%lo o 18 9)
o 0 -9 18
0 0 0 4
110 0 12 4 1 d —b
-1 _ -1 _
Fs 1210 =12 36 20 b= ad — be (—c a )
3 9 =33 -—18
a+3 -1 -1 -1
pl_ 1 -1 a+3 -1 -1
§ T @244a| -1 -1 a+3 -1
—1 -1 -1 a+3
Exercice 4 (Développer)
1
1) DL3(0) : = — . —¢e”  2) DL4(0) : = — cos(x)In(1 + x)
-

( )
DLs(0) : o (cosz)™®  4) . !
( ) COS T
)

0): z+— In(1+sinz) 6) DL5(0) : x> arcsinx — arccos

z 1 1 1 zlnx
lim rone 8) lim (M>
:r;)O Tz — 1 T—+00 Inz




1 2 3 3 a? | 2? 3
1) ——=1l4+ax+z°+2"+o0(z"), e =14+a+ -+ —+o0(z°)

1—x 2 6
donc
1 2 3
1_x—€=I+x+ﬁ+fﬂw—z—%~ﬁ%+dﬁ)
2
5
= %+6x3+0(173).

2 4 2 .3 4
cos(z)In(l +z) = 1—£+£+0(x4) (x—x+x—$+o(x4)>
—_——

2 24 = 2 3 4
—o(a?)
r? 2 ;Z/ z3 4
Tty A g T o)
2 3
= x—%—%%—o(f)

3) (cosx)™™* = exp(sin(z)In(cosz)).

In(cosz) = In (1= 2 + 2 4 o(a?)

n =In{l—-—+=—

COSsx 2 24 o\xr
1'2 1,4 4 5
—?‘f'ﬂ—g—i—O(l’)

Le développement limité de In(cosx) commence par un terme de degré 2 donc
il suffit de considérer le développement de sinx a l'ordre 5 — 2 = 3. De méme,
le développement limité de sinz commence par un terme de degré 1 donc pour
In(cos x)) il suffit d’aller a 'ordre 5 — 1 = 4.

sin(z) In(cos z) = (ZL’ - % + 0(:E3)> (_x2 + ;71 - % + 0(554))

——?— 2+ 2+O(ZE).

En posant u cette derniere quantité, alors quand x tend vers 0, u aussi, et on a
u* = o(2”), donc

exp(u) = 1 +u+ o(z")

d’ou

3

(cosz)™* =|1 — % + o(z”)




I 1
cos T 1—%24—%—1—0(1'4)
=1+u+u®+o(z?) oﬁu—xj £4—|—0(91:4)
B 2 24
A
S T 4
+ 3 24—|—4—|—0(x)
2
D
:1+%+2—4x4+0(:c4)
5)
3 0
In(1 +sinz) =In (1—{—95 6+12O+0(:L’6)>
T ST S S 3 5
:u—§+3—z+€—g+o(x6) ouu:x—g—i—@—l—o(ﬁ)
x3+x5 1(, x4+x6+x6 +1 s
=2z — T —+ =+ = —|z°————
6 120 2 3 60 36 3 3 6
1 2 1 1
(ot 3e0) + g g el
1 1 1 1 1
:x—§x2+6x3—Ex‘l%—ﬁf—gﬁ—l—o(:ﬂﬁ)

6) On démarre de la dérivée qu’on développe a l'ordre immédiatement inférieur
puis on en prendra la primitive.

(arcsinz — arccos ) = (- = ’ =2(1- x2>71/2
Vi \Vi-2) Vie

=2 (1 + ;xz + (%) (% - 1) ot + o(x4)>

2

3
=2+ + Zx‘l + o(z").
Ainsi,
3

x 3
arcsin  — arccos x = arcsin 0 — arccos 0 + 2z + 3 + %x‘r’ + o(z”)

T 2 3
N 2 - ) 5‘
2+ :E+3+20:E + o(z°)




7) D’une part,

"t = goP@ne) — exp(exp(zlnz)In )

=exp((l+xlnz+o(zlnz))lnz)
= zexp(z(lnz)? + o(z(Inx)?))
=z(1+o(1)).

D’autre part,

* —1=exp(zlnz)—1=f+zlnzr+oxlnz) -}
=zlnz(l+o(1)).

Donc )
e Iz 2(1+4 o(1)) a@ N
x*—1  ahrz(l+4o(1)) 2—0
8)
1 1 1
In(l+2z)=lhz+In(l+-) = nzx+—-+o ()
x’ +oo x x
donc
In(1+ ) ) 1 ( 1 )
- 7 = [0 .
Inx 4o rinx rinx
Alinsi,

)T (o 1( *(imz)
Inzx +—Ooexp ren xlnx rlnx
1
—exp(xlnx( ( )))
xlnx zlnz
(1))

=exp(l +o(1))
— exp(l) =[e]

T—+00

Exercice 5 (Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2)

filwy) = e 42 folw,y,2) = cos(zy —2), fy(z,y) = sin(sin(z — y)),
Yy T—y e

f4($;y) = m7 f5($ay) = ma fﬁ(%?J) = m7
fr(z,y,2) = a¥ pourz,y >0, fs(z,y)=g(a” + 2zy,ye ", y) ou g € C*(R?).

Toutes les fonctions de cet exercice sont de classe C? sur leur ensemble de dé-
finition, donc en particulier les dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2 existent et
d’apres le théoreme de Schwarz les dérivées partielles secondes croisées sont égales.

9



. fi [
aﬁ(az, Y) y2e™’ 4 342 cos(z — y) cos(sin(x — y))
ggjj(ac, Y) 2zye™’ — cos(x — y) cos(sin(x — y))
P
gx‘];(m, Y) yre™ + 6 — cos(sin(z — y)) sin(z — y) — cos?(z — y) sin(sin(z — y))
g
gy];(m, y) | 22(1 4 zy?)e™ | — cos(sin(z — y)) sin(z — y) — cos®(z — y) sin(sin(z — y))
p
;xgy (z,9) | 2y(1 + 2y®)e™ | cos(sin(z — y)) sin(z — y) + cos®(z — y) sin(sin(z — y))
fa fs o
g(w ) B 2zy 1+ay +9° B 4e2®
g? Y (1 T Ig) 1n2(1 + x2) (1 422+ y2)32/2 (e% +2€—2y)2
1 —1l—zy—=x de™Y
9y Y In(1+ 22) (1422 4 2)3/ (€2 + e=2)>
0*f 2y(42? + (=1 + 2?) In(1 + 2?)) y —22%y + v — 3z(1 + 4?) 8 (% — e~ W)
@(x, y) (1+ 22)? ln3(1 + 2?) (14 22 + y2)5/2 (20 + e~ 2)3
ﬁ(a: 9) 0 —2° + 3y + 3%y +a(=1+2y%) | 8e (P —e )
ayQ ) (1 + 22 +y2)5/2 (623: _|_e—2y)3
*f (z.1) B 2 T+ 23 + 227y — 2xy” — y(1 + y?) B 16e%*~2%
axﬁy x,y (1 + Jc2) ln2(1 + x2) (1 T yz)s/z (e2x + eny):s
af 0 5 0
g ~.0g
g%(x,y) 259$+y)8u(...)8 y ag()
9 —2 99 9
a—(az,y) 296%()%—6 a—() %( )
0°f g .09 ’ . 09 2079
L) | 2220 4y 22 4 Al 4 D) dyle ) I e 0D ()
0’ f 0%g ., 0% 0% __ 0% 0?g 0%
— Y w2l L Age 4 — *
oy? (z.9) T ou? e ov? - ow? e Oudv N ? Sudw Ovow ()
>f dg 0 Fg 0%
520y ""Y) Pou T o T )G T
2 2 2
. 07 o9 . 0y
T2 4y —ay)e dudv + 2w +y) uow 7 dvow ()
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xcos(zy — z)

f2
gi(aﬁ, Y, 2) —ysin(zy — z) yra?
gij(x, Y, 2) —zsin(zy — 2) zIn(z)y* oY
gf(x, Y, 2) sin(zy — 2) In(z) In(y)y*z?
an 2 Z().2 y*—=2
52 (@:Y:2) —y~ cos(zy — 2) vy — 1
2
gy’é(m, Y, 2) —2? cos(zy — 2) zIn(x)y* 22Y (zIn(2)y” + 2 — 1)
82 z
o (20.2) —cos(ay — 2) In(a) 0% (y)y*a" (In(x)y” + 1)
5
;g(x, y,z) | —sin(zy — z) — xy cos(xy — z) 2yt (In(x)y® + 1)
zdy
82 z_ 2
&Eg(fc, Y, 2) y cos(zy — 2) y*In(y)z’ " (In(x)y® + 1)
82 zZ
In(2)y* '2¥" (zIn(y)(In(z)y® + 1) + 1)
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