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Matrice = tableau de nombres

Soient n, p € N*.

Définition

On appelle matrice réelle a n lignes et p colonnes tout tableau
de nombres réels comportant n lignes et p colonnes.

L'ensemble de telles matrices se note M, ,(R).

En désignant par a;; le coefficient situé a la ligne i et colonne j de
A€ M, p(R), alors A s'écrit

41,1 412 - dip
a1 a2 - ap
dnl dpn2 - dnp

ou de maniére condensée A = (a;j)1<i<n.
1<j<p




Exemple

1 1
A= e =15 € M2 3(R) et on peut écrire A = (ajj)1<i<2 ol
0 1 5 1<j<3

1
a1=3, 21=0, a1p=-1, a22=1, a13=3, a23=5.

Exercice 1

Expliciter la matrice A € Ma>(R) dont les coefficients sont donnés
par la formule a;; = i +4j — 4.

|
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Matrices particulieres

0 0 - 0
» Matrice nulle : O, , = 0 O 0
0 0 - 0
» Matrices lignes (lorsque n=1) : A= (3171 aLP).
ar1
» Matrices colonnes (lorsque p=1): A= | : |, appelées
ai,p

aussi vecteurs.



Matrices carrées particulieres
Lorsque n = p, on dit que A est une matrice carrée. L'ensemble
des matrices carrées M, ,(R) se note de maniere allégée M,(R).

1 0 --- 0
L ., 0 1
» Matrice identité : /, =
0
0 0 1
x 0 0
. . 0 =
> Matrices diagonales : A =
: " .0
0 -+ 0 =
> Matrices triangulaires supérieures :
0 x . ol chaque symbole * représente

A= .
un nombre réel quelconque.



Quelques exemples

10
01

0 0O
> Les matrices I, = ( ) O33=|(0 0 0] et
0 00O

0 0 , .
A= 0 V3 sont des matrices diagonales (donc en

particulier triangulaires supérieures).

0 -1 0 O
: -2 37 0 2 0 5
> —= —
Les matrices A ( 0 —8) et B 0 0 % 0 sont
0 0 0 4

des matrices triangulaires supérieures (mais pas diagonales car
il y a au moins une valeur non nulle en dehors de la diagonale).

5 7 : : ,.
3 0) n'est pas triangulaire supérieure.

» |La matrice A = <




Exercice 2
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Plan

Opérations avec des matrices
Addition de deux matrices



Soient A, B € M, ,(R). La somme de A et B, notée A+ B, est la
matrice C € M, ,(R) dont les coefficients sont ¢;; = a;;j + b; .

Exemple

(0 5 -3 (3 —14m 3
A—<_\/§ 5 4>’B_<In(3) 9 2).Alors
_ 3 4+7 0
ATB= (—\/§+|n(3) 11 6) ‘
Propriétés
L'addition définie sur M, ,(R) est commutative (A+ B = B + A),

associative ((A+ B) + C = A+ (B + C)), et admet un élément
neutre qui est Opp (A4 Opp = Opp+ A= A).

| \

|

\

/A On ne peut additionner deux matrices que si elles ont méme
taille, c'est-a-dire seulement si leurs nombres de lignes sont égaux
et leurs nombres de colonnes aussi.
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Soient A € M, ,(R) et A € R. Le produit de A par )\, noté \A,
est la matrice B € M, ,(R) dont les coefficients sont b;; = \a; ;.

| A\

Exemple
4 3 4 3 : 1
A=[9 2|, A=% Aors \MA=31|9 —2|=(3 -3
6 1 6 1 2 3

|

Propriétés

La multiplication par un réel définie sur M, ,(R) est distributive par
rapport a |'addition des réels ((A + )A = AA + pA) et aussi par
rapport a I'addition des matrices (A\(A + B) = M + AB).

A\
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Soit g € N*.

Définition

Soit A€ Mpq4(R) et B € Mg ,p(R). Le produit de A par B, noté
AB est la matrice C € M, ,(IR) dont les coefficients sont

q
Cij =Y aikbk,
k=1

/\ Pour que le produit AB ait un sens il est donc nécessaire que
le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

Propriétés

Sous réserve que le produit entre les matrices soit bien défini, celui-
ci est associatif (A(BC) = (AB)C), distributif a gauche et a droite
sur |'addition de matrices (A(B+ C) = AB+ AC et (A+ B)C =
AC + BC), et admet un élément neutre qui est la matrice identité
(Al = I,A = A).




2 1
a=(1afie=(3 8 3 ) e

4 1

2x1+1x5 2x0+1x(—1) 2x3+1x2 2x1+1x(—2)
AB = | —1x143x5 —1x043x(—1) —1x3+3x2 —1x1+3x(—2)

4x1+1x5 4x0+1x(—1) 4Xx34+1x2 4x14+1x(—2)
7 -1 8 0

=114 -3 3 -7
9 -1 14 2

v

Exercice 4

Calculer le produit de A = <

Nl= O1
w |
[y
~

©
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|
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o N
[
N ©o
[ N[V}
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Définition

Soit A € M,(R). Soit k > 2. La puissance k-éme de A, notée AX,
est le produit de A par elle méme k — 1 fois (c'est-a-dire A
apparait k fois dans le produit).

/\ Rappelons que le produit de deux matrices n’a de sens que si
le nombre de colonnes de la matrice de gauche est égal au nombre
de lignes de la matrice de droite. Cela implique que lorsqu’il s’agit
de la méme matrice, celle-ci doit étre carrée. La puissance de
matrices n'est donc définie que pour des matrices carrées.

Convention : A? = [, et Al = A.

Exemple

|

~1 4

o (10 . (2 3 , (1 18
A_<01’A_—14’A_—613'

A= ( 5 ) Les puissances 0-eme, 1-ére et 2-eme de A sont




Exercice 5

Exercice 6

L'exercice ci-dessus fournit donc un contre-exemple vis-a-vis de la
non commutativité du produit matriciel : pour toutes matrices A et
B telles que les produits AB et BA aient un sens, on a AB # BA
en général.

Exercice 7
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Transposition d'une matrice



Soit A € M, p(R). La transposée de A, notée A, est la matrice
B € Mp q(R) dont les coefficients sont b;; = aj ;.

| A

Exemple
1 4

A=|-2 3 .AIorstA:<‘11 _32 2)
0 1

Propriétés
La transposée est linéaire (‘(A+ AB) = 'A + A!B)), involutive
(*(*A) = A), et est un antimorphisme (*(AB) = tB*tA).

|

4




Soit A € Mp(R). A est dite
> symétrique si ‘A=A

> antisymétrique si A = —A.

| \

Exemple
> 1 0o -1 2
A= (1 3> est symétrique. B=| 1 0 —5]| est
-2 5 0

antisymétrique.

Exercice 8

Soit A € M,(R).

1) Montrer que si A est antisymétrique alors ses coefficients diago-
naux sont nuls.

2) Montrer que si A est a la fois symétrique et antisymétrique alors
A est la matrice nulle.

|

4
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Définition

Soit A € M,(R). A est dite inversible s'il existe B € M,(R) telle

que AB = BA = I,. Dans ce cas on dit que B est I'inverse de A et
on note B=A"1.

Cette notion d'inversibilité pour les matrices est trés analogue a
celle pour les réels : x € R est inversible s'il existe y € R tel que
xy = 1. La différence majeure est que le produit de réels commute
tandis que celui des matrices non (comme on I'a vu précédemment,
AB # BA en général).

/\ L'inversion de matrices n'a de sens que pour des matrices
carrées.

A= (2 3), B= ( 2 _3>. On vérifie que AB = BA = I,

1 2 -1 2
donc A est inversible et A1 = B.




011
Soit A= |1 0 1]|. Montrer que A2 = A+ 2/5. En déduire que
110

A est inversible et préciser A71L.

Reprendre la méme méthode pour déterminer I'inverse de la matrice
-1 1 1

B=|1 -1 1
1 1 -1

Propriétés

|

L'inversion de matrice est une involution ((A=1)~! = A) et un anti-
morphisme ((AB)~! = B71A~1) sur I'ensemble des matrices inver-
sibles.

v

/\ Contrairement 3 la transposition, I'inversion de matrice
N'EST PAS linéaire : si cela a du sens, (A+ AB)™! #£ A=t + AB~1
en général, méme quand A = 1.



Une méthode d'inversion

Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour inverser des
matrices. Présentons-en une reposant sur I'algorithme de
Gauss-Jordan. Nous en verrons une autre a la fin de la section
suivante.

Principe de la méthode : On souhaite inverser la matrice A.
Disposons A a gauche, et la matrice identité /, a droite de maniére
concaténée comme ceci :

C=(A]In) € Mp2n(R)

En effectuant successivement des opérations élémentaires sur les
lignes de C on cherche a faire apparaitre la matrice I, a gauche, ce
qui donne une certaine matrice B a droite :

(In | B) € Mp2n(R)

Alors B= A1,



Les opérations élémentaires sur les lignes que 'on est autorisé a
faire sont de trois sortes :

» Transvection : On peut ajouter a la ligne i un multiple réel
d'une ligne j (pour j # i), ce qui se note

L,' — Li+()éLj

ou a € R.

» Dilatation : On peut multiplier par un réel non nul la ligne i,
ce qui se note

Li +— BL;
ou 8 #0.
» Transposition : On peut échanger la ligne i avec la ligne j, ce
qui se note

L,‘<—>[_j



La méthode de Gauss-Jordan permet d'utiliser astucieusement ces
opérations élémentaires en trois phases :

» Phase 1 : On transforme la matrice de gauche A en une
matrice triangulaire supérieure.

» Phase 2 : On transforme cette nouvelle matrice en une
matrice diagonale.

» Phase 3 : On transforme cette derniére en la matrice identité
Iy.
La phase 1 consiste donc a faire apparaitre des zéros en-dessous de
la diagonale, la phase 2 d’en faire apparaitre au-dessus de la
diagonale, et la phase 3 de faire les dilatations nécessaires sur
chaque ligne de maniere a obtenir la matrice identité.

Plutot que de détailler abstraitement les étapes de la méthode pour
chacune de ces phases, voyons-les directement sur un exemple.



A

1
0
0

0
-2
1

—6
—11
3

3
1
—6

—10
—18
5

5
2

—10

=

. Pour commencer on dispose /3 a droite :

— o R

= O

o

N

On choisit un premier bon "pivot", c'est-a-
dire dans la premiére colonne on prend un
coefficient non nul proche de 1. Ici on a un
1 en troisiéme position. On fait L1 «— L3

On élimine tous les coefficients de la pre-
miére colonne sous ce pivot. Pour cela on
fait Lo «— Lo +2L;. Pour L3 on n'a rien a
faire vu qu’on a déja un 0.

Pour la premiere colonne c'est plié, on at-
taque la deuxiéme. Si on arrive a faire ap-
paraitre un 0 a la ligne 3 de cette deuxiéeme
colonne sans toucher aux deux 0 déja ob-
tenus dans la premiére colonne, alors cela
termine la phase 1.

1/4




Afin justement d’'étre sir de ne pas retou-

-6 —-100 0 1 cher aux deux zéros déja obtenus, on ma-

~11 -18l0 nipule seulement les lignes 2 et 3. Comme

pivot on a le choix entre —11 et 3, on prend

3 511 0 0 3 car c’est un nombre plus proche de 1. On
fait donc Ly, «— L3

=

On fait L3 <+— 3L3+ 11L,. (Remarquez
que cette opération n'est pas une opéra-
tion élémentaire mais elle revient au méme
-6 —10/0 0 1 que de faire la dilatation L3 +— 3L3 puis
3 5 (1 la transvection L3 <— L3 + 11L, donc c’est
autorisé). Au lieu de cette étape on aurait

—-11 —-18|0 1 2

o

3
aussi pu faire L3 «+— L3 + l—Lg mais alors

on aurait eu des fractions jusqu'a la fin, ce
qu’on cherche a éviter.

-6 1010 0 1
3 511
0 11]11 3 6

La phase 1 est terminée. Passons a la phase
2.

o
o

2/4




—6
3
0
0|110
0|—54
1| 11
0] 2
0|—54
1| 11

Dans cette phase 2, on va aussi faire ap-
paraitre des zéros colonne par colonne, sauf
qu’au lieu de partir de la gauche on va partir
de la droite. On commence donc par élimi-
ner le —10 et le 5. Pour cela on se sert de
la derniére ligne. On fait Ly «— L; + 10L3
et L, «— L, —5L3

Il ne reste plus que le coefficient —6
a éliminer. On fait alors naturellement
Ly «— L1 +2L»

La phase 2 est terminée. Allez c’'est presque
fini !

3/4




On lance la phase 3. On a plutét de la
2 0 1 oo .
chance ici car il y a déja un 1 sur la ligne 1

0 0
3 0|—-54 —-15 -30 et sur la ligne 3. On se résout donc juste a
01

1
0
0 11 3 6 ) faele ;L
1 0 0] 2 0 1 '
Terminé! (puisque la matrice de gauche est
0 1 0-18 -5 -10 )
0 0 1j11 3 6

Du fait qu'on ait réussi a faire apparaitre /3 a gauche par des
opérations élémentaires, alors A est inversible et

2 0 1
Al=1-18 -5 —10
11 3 6

4/4




Petite astuce supplémentaire : Si la matrice A a inverser possede
des coefficients sous forme de fractions, on peut procéder en
premier lieu a des dilatations de maniere a se débarrasser de tous
les dénominateurs (phase préliminaire que I'on pourrait appeler

« phase 0 »).

Exemple

5
A= _22 1) On dipose |, a droite de A et on applique les

opérations élémentaires suivantes

5
3 1
-2 -1

1
0
5 2120 Phase 1 : on choisit comme pivot —2 donc
0
0
2

~—
[E=Y
~

0

1) Phase 0 : on fait L; «— 2L;

-2 1 on fait L1 «+— Lo

-2 -1
5 2

faisant Ly <— 2L, +5L;

1) On élimine le coefficient sous le pivot en

1/2

4




-2 —-110 1 On obtient cette matrice et la phase 1 est
terminée. Phase 2 : on élimine le coefficient
0 —-14 5 —1 en haut a droite grdcea L1 +— L1 — L
N i B | f
ase 3 : il ne nous reste plus qu'a faire
0 —1/4 5 1 Pl 4
Ly +— 751_1 et Lr +— —L»
1o2 2\ _
erminé!
0 1—4 -5

On conclut que A est inversible et

2 2

=i __
AT=1s s

2/2




Exercice 10

La section suivante fournit une autre méthode pour déterminer si
une matrice est inversible et en calculer son inverse le cas échéant.
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Définition



Soit A = (a,"j)lg,'g,, S Mn(R), ou n>2.
15/<n

Définition

a11 412 -+ dln

i . ) a1 a2 ' an
Le déterminant de A, noté det(A) ou | . ] _ |, est

dnl dn2 °°° Adnn
la quantité définie par :

a1 a2

>sin:2:det(A):a A
21 @22

= 41,1422 — a2,14d12

» sin>3: det(A)= > (—1)"*13;(71 det(Ax,1) ot A;j désigne

la matrice A a laquelle on a supprimé la ligne i et la colonne j.
v




>A:(2 _54>.det(A):3><(—4)+2><5:—22.
2 1 -1

»B—|7 0 5
3 -2 6

5 e 1 =i 4 1 -1
P X7 1)><3‘0 }

=2x(0+10)—7x (6—2)+3x (5—0)
=20-28+15=7.

det(B) = (~1) x 2 f2

Exercice 11

|

» 3 2 -1 -1
Calculer le déterminant de (_1 4),et celuide | -1 2 -1

-1 -1 2
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1. det(*A) = det(A).

2. Echanger deux colonnes (ou deux lignes) de A a pour effet de
multiplier le déterminant par (—1).

3. Multiplier une colonne (ou une ligne) de A par A a pour effet
de multiplier le déterminant par A. En particulier,
det(AA) = A" det(A).

4. Ajouter a une colonne (ou a une ligne) une combinaison
linéaire des autres colonnes (ou lignes) ne modifie pas le
déterminant.

5. det(AB) = det(A) x det(B).

Conséquence 1 : Si une colonne de A est combinaison linéaire des
autres colonnes, alors soustraire cette combinaison linéaire a cette
colonne ne change pas le déterminant (par le point 4.) et fait
apparaitre une colonne de zéros. Cette opération revient donc au
méme que de multiplier cette colonne de A par A =0 et on en
déduit det(A) = 0 (par le point 3.).



Conséquence 2 : En notant Cy, ..., C, les colonnes de A, le fait
d'échanger la j-eéme colonne C; avec C;_1, puis de I'échanger avec
Cj_2, etc... jusqu'a Cy, (cela revient a avoir pris C; et de I'avoir
"glissée" en premiére position, ce qui n'est pas la méme chose que
d'avoir juste échangé C; avec (i, sauf si bien siir j =1 ou j = 2)
fait au total j — 1 échanges. D'apres le point 2. du résultat
précédent, le déterminant est ainsi multiplié¢ par (—1)/~1. On en
déduit la formule de développement selon la colonne ; :

n

det(A) = > (—1)"Hay det(Ax).
k=1

Par ailleurs, comme les lignes de A sont les colonnes de A, le
point 1. du résultat précédent permet d'obtenir la formule de
développement selon la ligne / :

n

det(A) = > (—1)"" a; , det(A; ).
k=1



En pratique, on choisit toujours de développer suivant la ligne ou la
colonne ayant le plus de zéros. S'il y a peu de zéros au départ on
peut éventuellement commencer par en faire apparaitre grace a des
opérations élémentaires (points 2., 3., 4. du résultat précédent).

3 31 3 31 020
217 71=713 11| = 71311
6 5 3 6 5 3/l |6 5 3

=7><(O—|—(—1)1+2><2‘g :1)'—1—0)

=7x(-2)x(9-6)
— 4




2 0 21 1 2 3 4

0 4 30 5 6 7 8
Calculer Ay = 5 3 0 ol A 9 10 11 12f

5 1 0 2 13 14 15 16

|

Exercice 13

Les nombres 119, 153, et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer,
sans le développer, que le déterminant

N = =
o O1 =
O W O

est lui aussi divisible par 17.
Indication : ajouter a la derniére colonne un certain nombre de fois
la premiere et un certain nombre de fois la deuxieme.

o




Conséquence 3 : En développant successivement par rapport a la
premiére colonne on peut montrer que le déterminant de toute
matrice triangulaire supérieure est égal au produit de ses
coefficients diagonaux, c'est-a-dire visuellement

a1 a2 v A Do o
b 7"
0 ap -+ an
_ , .| =a11 .
' ' o 0 a
0 PPN O amn ( ) n,n

=a11 X az2 X .- Xapn.
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Formule d'inversion d'une matrice

Définition
La comatrice de A, notée com(A), est la matrice B dont les
coefficients sont

bij = (1) det(A;)
ou on rappelle que A;; désigne la matrice A a laquelle on a
supprimé la ligne i et colonne j.

| \

Théoréme
A est inversible ssi det(A) # 0. Dans ce cas,

A7t ‘com(A).

= det(A)




Remarque : Lorsque A est de taille 2, A;; est alors de taille 1, et
dans ce cas par convention on établit que le déterminant de A;;
vaut I'unique coefficient qu'elle contient.

Exemple

A= (i’ ;) det(A) = 8 # 0 donc A est inversible.

De plus, com(A) = (_22 _51> donc ‘com(A) = (_21 _52> et

par conséquent




Exercice 14




Résolution de systemes linéaires carrés

Supposons qu’on doive résoudre un systéme linéaire de la forme

ag1x1 + aipxo + - 4+ aiaXn = b
a1x1 + apxe + - 4+ aaxp = b
an1X1 + anp2xXe + -+ A+ appXp = b,
en les inconnues x1, X2, . . ., x,. Alors ce systéme est équivalent a
X1 by
. X2 by
AX:BOUA:(ai’J’)lg,‘Sn,X: . |.et B= .
1<j<n :
Xn by

Si A est inversible, alors en multipliant 3 gauche par A~1 on
obtient A~1AX = A~1B, c'est-a-dire [,X = A"1B, c'est-a-dire
finalement X = A~'B, ce qui fournit I'unique solution.



Résoudre
2x + y — z = 2
X I 3z = 5.
2y — 16z = —4
2 1 -1 X 2
Onpose A=|1 0 3 |, X=|y|letB=]|5
0 2 -16 z —4
En développant par exemple selon la 3eme ligne de A on a
det(A) = —2[> 1 —16]° L =220 donc A est inversible. Le
1 3 10
-6 16 2
calcul de la comatrice donne com(A) = | 14 —32 —4| donc
3 -7 -1
-3 7 3 23
Al=|8 -16 —% et donc X = A"1B = | —50
1 -2 -3 —6




Exercice 15

Dans le cas ou la matrice A associée au systéme linéaire n'est pas
inversible, cette méthode ne s'applique pas. On utilise alors la
méthode habituelle par pivot de Gauss.
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