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1 Equations différentielles du premier ordre

On cherche les fonctions y dérivables telles que ¢’ + ay = f(z) sur un intervalle
I de R, pour une certaine fonction f donnée, et un réel a fixé. La résolution se
fait généralement en deux temps : on résout I’équation homogene (c’est-a-dire sans
le membre de droite, appelé aussi second membre), puis on cherche une solution
particuliere a 1’équation avec second membre.

1.1 Equation homogeéne : v/ +ay =0

Pour tout = € I,

y'(z) + ay(z) = 0 <= (y'(z) + ay(z))e™
> (y(z)e™) =0
= y(@)e =C

—|y(z) = Ce ™

ou C' est une constante.
Si de plus on impose une condition initiale de la forme y(xg) = yo pour un
certain xy € I, alors la solution est unique (la constante C' est déterminée) :

(@) = goo @ |




Exemple 1
o
(1)

Remarque : Un tel systéme formé d'une équation de la forme ¢’ + ay = f(z) et
d’une condition initiale y(zg) = yo est appelé un « probléeme de Cauchy ».

y=0
4

est y(z) = 4e~2(1),

|| N =

La solution du systeme { z

1.2 Equation avec second membre : i + ay = f(x)

L’ensemble des solutions a y' + ay = f(x) peut toujours étre décrit comme 1'en-
semble des solutions a 1’équation homogene + une solution particuliere a 1’équation
avec second membre.

Exemple 2

Déterminer I’ensemble des solutions a y' + 3y = 4e*.
Réponse :

— lére étape : On résout I'équation homogene, ce qui donne y(x) = Ce™3,

ot C est une constante.

— 2éme étape : On cherche une solution particuliére a I'équation avec second
membre. On remarque que la fonction y(x) = e* est solution. En effet,

7 (x) +3y(x) = " + 3e” = 4e”.
Ainsi, les solutions a iy’ + 3y = 4e” sont les fonctions y de la forme
y(r) = Ce ™™ +¢”

ouC € R.

Principe de superposition : Si y; est solution de y' + ay = f(x) et y une
solution de y'+ay = g(z), alors A\jy;+A2ys est solution de y'+ay = Ay f(x)+Nag(x),
pour tous A1, Ao € R.

Exemple 3

Résoudre y' +y = 4e” + 5 + 2.
Réponse : On remarque qu’en posant y;(x) = e” et ys(z) = x, on a

vy () +y1(x) = 2€°

et
Yo(z) + () =1+ 2

donc 2y, + %yQ est solution particuliére de y' +y = 4e* + % + 7%, et donc finalement



I’'ensemble des solutions est I’ensemble des fonctions y de la forme

Ce ™™ 4 2" + z

y(z) = 3

ouC € R.

1.3 Seconds membres spécifiques

> Supposons que le second membre f soit de la forme f(z) = P(x)e® ou P est
un polynome, et s € R. Alors on cherche une solution particuliere y de la forme

o y(z) = Q(x)e’ si s # —a,
o y(x) =2Q(x)e* si s = —a,
ol ) est un polynéme de méme degré que P.

Exemple 4

Résoudre y' + 5y = (2% + 1)e**.
Réponse : Ici, 2 # —5, donc on cherche une solution particuliére de la forme

y(x) = (ax® + Bz + 7)e*”

ou a, 3,7 sont des constantes a déterminer. On a

7 (2)+57(z) = ((2ax + ) +2(ax? + Br +7) + 5(az’ + Br +7))e* = (2> +1)e**
donc en simplifiant par e** # 0 et en regroupant les termes on obtient

Tar? + 2o+ 78)r + (B+7y) = 2> + 1

ce qui donne par identification des coefficients

Tao =1 a:%
204+T7=0 < f=—2 .
B+Ty=1 V=3

Ainsi, les solutions a y' + 5y = (2> + 1)e** sont les fonctions y de la forme

1 2 51
=C —5x ( 2~ > 2x'
y(x) e % 4+ 7x 49x + 313 e

Exemple 5
Résoudre iy — 3y = (4x + 1)e3®.




Réponse : On est dans le cas ot le coefficient dans I’exponentielle vaut exacte-
ment 'opposé du coefficient devant y, donc on cherche une solution particuliére
de la forme

7(x) = z(ax + B)e* = (ax® + fr)e*
ol a et 3 sont a déterminer. On a
7 (r) — 3y(x) = (2az + B+ 3ax® + 3Bz — 3az® — 3B7)e™ = (4v + 1)e*”

donc 2ax + = 4x + 1, c’est-a-dire 2a = 4 et f = 1. On en déduit que les
solutions a y' — 3y = (4x + 1)e>® sont les fonctions y de la forme

y(x) = Ce® + (22° + x)e®
= (20% + x + C)e™

ouC eR.

> Supposons que le second membre f soit de la forme f(x) = P(x) cos(sx) (ou
P(z)sin(sx)) ou P est un polynoéme de degré n, et s € R. Alors a l'aide de la
méthode ci-dessus on cherche d’abord une solution particuliere a

y +ay = P(x)e™",

La partie réelle de cette solution est une solution particuliere a y'+ay = P(x) cos(sz),
et la partie imaginaire une solution particuliere de y' + ay = P(z) sin(sz).

2 Equations différentielles du deuxiéme ordre

Les équations différentielles du deuxiéme ordre ay” + by’ + cy = f(z) (o a # 0)
se résolvent de maniere tres analogue a celle du premier ordre : on commence par
résoudre I'équation homogene, puis on cherche une solution particuliere a 1’équa-
tion avec second membre.

2.1 Equation homogéne : ay” + by +cy =0

On appelle polynéme caractéristique (resp. équation caractéristique) de
'équation différentielle homogene ay” + by’ + cy = 0 le polynome aX? + bX + ¢
(resp. équation az? 4+ bz + ¢ = 0). Notons A = b? — 4ac son discriminant.

Nous traitons ici le cas réel, c’est-a-dire lorsque a, b, c € R.

— Si A > 0, alors en notant 1 et 7o les racines distinctes du polynéme carac-
téristique, les solutions sont de la forme

y(x) = M + 00| AL ER.




— Si A =0, alors en notant r I'unique racine (double) du polynéme caractéris-
tique, les solutions sont de la forme

y(x) = Az +p)e™|, A pekR

— Si A < 0, alors en notant r+iw et r—iw les deux racines complexes conjuguées
du polyndéme caractéristique, les solutions sont de la forme

y(x) = (Acos(wzx) + psin(wzx))e™ |, A pu e R.

Si de plus on impose une condition initiale du type y(xo) = yo et y'(zo) = y1,
alors il y a une unique solution (les deux constantes qui apparaissent dans la
solution générale sont déterminées).

Exemple 6

29" +3y' +y=0
Résoudre ¢ y(0) =1

y'(0)=0
Réponse : Le polynéme caractéristique est ici 2X?% + 3X + 1, de discriminant
A=9—-4x2x1=1>0, donc les racines sont r; = ==L = —1 et ry =

4
=i — —%, et donc les solutions de I'équation différentielle sont de la forme

1
y(x) = Ae™ 4+ Ae %2 avec \| et Ay & déterminer. De plus,

{y(0)=1 (:){A1+A2=1 @{&:1—& <:>{/\1=—1

y'(0) =0 Ny = 2

Remarque : Un tel systéeme d’'une équation de la forme ay” + by’ + cy = f(z) et
d’une condition initiale du type y(xo) = yo et ¢/ (xg) = y1 est également appelé un
« probleme de Cauchy ».

2.2 Equation avec second membre : ay’ + by + cy = f(z)

Comme pour l'ordre 1, la structure de l'espace des solutions est identique :
solution générale de I’équation homogene + une solution particuliere de I’équation
avec second membre.

De plus, le principe de superposition reste valable : Si y; est solution a ay” +
by’ 4+ cy = f(x) et yo solution a ay” + by’ + cy = g(x), alors A\jy; + A2y2 est solution
de ay’ + by’ + cy = M f(x) + Aag(x).



Exemple 7

Résoudre y" — 4y’ + 4y = 3e* — 2.
Réponse : On remarque qu’en posant y,(x) = e” et yo(z) =1, on a

yi (2) — 4y () + 4y () = ¢

et
Ys () — dys(x) + dya(x) = 4

donc 3y, — %yg est solution particuliere. De plus, le polynome caractéristique de
I'équation homogéne est X? —4X + 4, de discriminant A = 16 —4 x 4 = 0 donc
la racine double est r = —% = % = 2. Ainsi, les solutions a I’équation homogéne
sont de la forme

y(@) = Az +pe, ApeR.

Finalement, les solutions de I’équation avec second membre sont de la forme

1
y(r) = (A + p)e*” + 3e” — =

A R.
27 7ILL€

2.3 Seconds membres spécifiques

> Supposons que le second membre f soit de la forme f(x) = P(x)e’ ou P est
un polyndéme, et s € R. Alors on cherche une solution particuliere y de la forme

e y(x) = Q(x)e’ si s n'est pas racine du polyndme caractéristique,

o y(z) = xzQ(x)e* si s est racine simple du polynéme caractéristique,
e y(x) = 2°Q(x)e*” si s est racine double du polyndme caractéristique,
ou () est un polynéome de méme degré que P.
Exemple 8
Résoudre iy’ + 2y +y = (222 + x + 3)e ™.
Réponse : Le polynéme caractéristique est X? +2X +1 = (X + 1) donc —1

est racine double. Ainsi on cherche une solution particuliére de la forme y(x) =
r*(ax?® + Bz +y)e ™ = (az* + B2’ + y2?)e ™. On a

7(z) = (daa’ + 302 + 2yx)e™ — (x)

puis
7'(x) = (12a2” + 68z + 2y)e™ — (¥ (2) + §(2)) — ¥ (v)

donc

7+ 27 + 7 = (1202” + 66z + 27)e™®



1200 = 2 a=:
et donc par identification, { 60 =1 <= = % . De plus, la solution gé-
2y =3 y=3

nérale a I'équation homogeéne est y(x) = (Ax + p)e™". Finalement, les solutions

de I'équation avec second membre sont de la forme
1 1 3
y(z) = (\r + pe ™ + 22 <6x2 + 67 + 2) e

1 1 3
= <6x4 + 6x3 + §x2 + Az + u) e

> Supposons que le second membre f soit de la forme f(z) = P(x) cos(sx) (ou
P(z)sin(sz)) ot P est un polynéme de degré n, et s € R. Alors a l'aide de la
méthode ci-dessus on cherche d’abord une solution particuliere a

ay” + by + cy = P(x)e™.
La partie réelle de cette solution est une solution particuliere a
ay” + by + cy = P(x) cos(sx)
et la partie imaginaire une solution particuliere de

ay” + by + cy = P(x)sin(sz).
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