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Exercice 1

Résoudre
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Solution générale a 1’équation homogene : y(x) = Ce 3",
On cherche une solution particuliere a I’équation avec second membre. Comme ce second membre
s'écrit f(x) = P(x)e®* avec P(x) = x, alors comme 0 n’est pas égal a —% et que le degré de P
vaut 1, on pose §(z) = (ax + £)e®® = ax + 3. On a

4 4 4 4
v+ 3‘17 =a+ -(ax+p) = 300 + (o + 58) =z
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. . . ca=1 =3
donc par identification, 3¢ 4, e Y71 9 -
O/Jrgé’:() 3:*17)
On en déduit que les solutions sont les fonctions y de la forme
4 3 9
z)=Ce 3%+ —x — —
y() 17716

ou C' est une constante.
En particulier, en prenant x = 0 on obtient y(0) = C' — % donc C' = y(0) + % =0.
Finalement, I'unique solution est

3 9

y(x)zix—l—és.

Exercice 2
i Résoudre

y' +y = xch(z).
e’ +e’ "

On rappelle que, par définition, ch(x) = 5




On note f(z) = ze” et g(x) = ze™*, de sorte que le second membre s’écrive zch(z) = L f(z)+1g(z).

On cherche une solution particuliere a ’équation avec second membre f, puis on fera de méme
avec g. Le principe de superposition permettra de conclure.

— Solution particuliere pour le second membre f :
Ici, 1 # —1, donc on pose y;1(z) = (ax + 5)e”. On a

Yy +y1 = (a+ax + f+ ar + )" = 2ax + (a + 28))e” = ze”

_ 1
donc 2a =1 = a_21.
a

— Solution particuliére pour le second membre g :
Ici, « —1 = —1», donc on pose y3(x) = x(yx + §)e™® = (y2% + dz)e . On a

—T

Yo+ y2 = (2yz 4 0)e™™ = xe

Il
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0=0

En conclusion, les solutions sont les fonctions y de la forme

donc{ 2y=1 @{g:

.1 1
c’est-a-dire
( )—(1 +1) ”f+<1 2+C> e
y(x) = 495 3 e 4x e "
Exercice 3
Résoudre
3y" — 1y — 2y =sinx.

Le polyndme caractéristique est 3X2— X —2, de discriminant A = 12 —4x 3 x (=2) = 25 = 5% > 0,

donc les racines sont 7 = 35 =1, et ry = é;g = %2 La solution générale a 1’équation homogene

2x3
est donc y(z) = Aje” + Ape 37,
On cherche une solution particuliére a I’équation en remplacant le second membre par €. La partie
imaginaire de cette solution conviendra. Ici, 7 n’est pas solution de ’équation caractéristique, donc
on pose y(z) = ae®. On a

1T

37 — 7 — 27 = (3i’a —ia — 2a)e™ = ¢

I - SRS I SR
donc o = —— = — 5 + 551. Ainsi,
5 1 1 5
Im(y) = Im K—% + 262) (cosz +isinz)| = 56 C08% — %sinx.
Finalement,

2 1 5
y(z) = Me” + Aoe 37 + % CcoST — 26 sinz |.




Exercice 4

Résoudre
y' — 2y + 5y = x(x + 1)e*.

Le discriminant du polynome caractéristique vaut —16, ce qui donne alors les deux racines com-
plexes 11 = 1 — 2i et 79 = 1 + 2i. De plus, deg(X(X + 1)) = 2 et le coefficient dans I'expo-
nentielle n’est pas racine du polynoéme caractéristique, donc on cherche une solution particuliere
y(z) = (ax? + Br + 7)e**. On a

7 = (2az + B)e* + 27

puis
7' = 20 4 2(7 — 27)
donc
J' =2y +57 =20e™ + 2§ +7
= (20 + dax + 26 + 5ax? + 56z + 5y)e*”

da =1 a = %
donc { 4a+58 =1 — B:% .

20+ 2045y =0 v =T
Par conséquent, les solutions sont de la forme

1 1 12
y(w) = (Acos(2x) + psin(2x)) e” + (5’32 Tt 125> il

Exercice 5

Résoudre
y" +y = —sinx
y(0) =0
y'(0)=0
yll(o) — 1

On commence par intégrer I’équation : y”"+y = cos x4+ K, ou K est une constante qu’on déterminera
a la fin. On constate que y; = K est évidemment solution particuliere de ’équation avec second
membre valant /K. Cherchons une solution particuliere y, de I’équation avec second membre cos x.
Pour cela, on prendra yo = Re(2), ot z est solution de I’équation avec second membre €. Le
polyndme caractéristique étant X?+1 = (X —4)(X +1), alors 7 est racine simple, donc on cherche
z sous la forme z(r) = aze™. On a

2+ 2= (—ar + 2ia + ax)e’” = 2iae™ = e

donc 2iae = 1, c’est-a-dire a = % = _712', donc
I - r .
y2(z) = Re <—22x(cos:1: + isin x)) = gesinz.

Par conséquent, les solutions a ’équation y” + y = cosz + K sont les fonctions

1
y(x) = Acosx + psinz + §xsinx—|—K



ol A, u et K sont a déterminer. En calculant les dérivées d’ordre 1 et 2 de y et en évaluant en 0
on a

y(0) =1+ K
y'(0)=mn
y'(0) = —A+1

Finalement, comme y(0) = 0,3'(0) = 0 et ”(0) = 1, on en déduit A = p = K = 0, et donc
I'unique solution est

1
y(zr) = 3% sinz|.




