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Exercice 1
Résoudre {

y′ + 4
3y = x

y(0) = −9
16

.

Solution générale à l’équation homogène : y(x) = Ce− 4
3 x.

On cherche une solution particulière à l’équation avec second membre. Comme ce second membre
s’écrit f(x) = P (x)e0×x avec P (x) = x, alors comme 0 n’est pas égal à −4

3 et que le degré de P
vaut 1, on pose ỹ(x) = (αx+ β)e0×x = αx+ β. On a

ỹ′ + 4
3 ỹ = α + 4

3(αx+ β) = 4
3αx+ (α + 4

3β) = x

donc par identification,
{

4
3α = 1
α + 4

3β = 0 ⇐⇒
{
α = 3

4
β = − 9

16
.

On en déduit que les solutions sont les fonctions y de la forme

y(x) = Ce− 4
3 x + 3

4x−
9
16

où C est une constante.
En particulier, en prenant x = 0 on obtient y(0) = C − 9

16 , donc C = y(0) + 9
16 = 0.

Finalement, l’unique solution est

y(x) = 3
4x−

9
16 .

Exercice 2
Résoudre

y′ + y = xch(x).

On rappelle que, par définition, ch(x) = ex + e−x

2 .
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On note f(x) = xex et g(x) = xe−x, de sorte que le second membre s’écrive xch(x) = 1
2f(x)+ 1

2g(x).
On cherche une solution particulière à l’équation avec second membre f , puis on fera de même
avec g. Le principe de superposition permettra de conclure.
— Solution particulière pour le second membre f :

Ici, 1 6= −1, donc on pose y1(x) = (αx+ β)ex. On a

y′1 + y1 = (α + αx+ β + αx+ β)ex = (2αx+ (α + 2β))ex = xex

donc
{

2α = 1
α + 2β = 0 ⇐⇒

{
α = 1

2
β = −1

4
.

— Solution particulière pour le second membre g :
Ici, « −1 = −1 », donc on pose y2(x) = x(γx+ δ)e−x = (γx2 + δx)e−x. On a

y′2 + y2 = (2γx+ δ)e−x = xe−x

donc
{

2γ = 1
δ = 0 ⇐⇒

{
γ = 1

2
δ = 0 .

En conclusion, les solutions sont les fonctions y de la forme

y(x) = Ce−x + 1
2y1(x) + 1

2y2(x)

c’est-à-dire
y(x) =

(1
4x+ 1

8

)
ex +

(1
4x

2 + C
)

e−x .

Exercice 3
Résoudre

3y′′ − y′ − 2y = sin x.

Le polynôme caractéristique est 3X2−X−2, de discriminant ∆ = 12−4×3×(−2) = 25 = 52 > 0,
donc les racines sont r1 = 1+5

2×3 = 1, et r2 = 1−5
2×3 = −2

3 . La solution générale à l’équation homogène
est donc y(x) = λ1ex + λ2e− 2

3 x.
On cherche une solution particulière à l’équation en remplaçant le second membre par eix. La partie
imaginaire de cette solution conviendra. Ici, i n’est pas solution de l’équation caractéristique, donc
on pose ỹ(x) = αeix. On a

3ỹ′′ − ỹ′ − 2ỹ = (3i2α− iα− 2α)eix = eix

donc α = 1
−5−i

= − 5
26 + 1

26i. Ainsi,

Im(ỹ) = Im
[(
− 5

26 + 1
26i

)
(cosx+ i sin x)

]
= 1

26 cosx− 5
26 sin x.

Finalement,

y(x) = λ1ex + λ2e− 2
3 x + 1

26 cosx− 5
26 sin x .
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Exercice 4
Résoudre

y′′ − 2y′ + 5y = x(x+ 1)e2x.

Le discriminant du polynôme caractéristique vaut −16, ce qui donne alors les deux racines com-
plexes r1 = 1 − 2i et r2 = 1 + 2i. De plus, deg(X(X + 1)) = 2 et le coefficient dans l’expo-
nentielle n’est pas racine du polynôme caractéristique, donc on cherche une solution particulière
ỹ(x) = (αx2 + βx+ γ)e2x. On a

ỹ′ = (2αx+ β)e2x + 2ỹ
puis

ỹ′′ = 2αe2x + 2(ỹ′ − 2ỹ)
donc

ỹ′′ − 2ỹ′ + 5ỹ = 2αe2x + 2ỹ′ + ỹ

= (2α + 4αx+ 2β + 5αx2 + 5βx+ 5γ)e2x

donc


5α = 1
4α + 5β = 1
2α + 2β + 5γ = 0

⇐⇒


α = 1

5
β = 1

25
γ = −12

125

.

Par conséquent, les solutions sont de la forme

y(x) = (λ cos(2x) + µ sin(2x)) ex +
(1

5x
2 + 1

25x−
12
125

)
e2x .

Exercice 5
Résoudre 

y′′′ + y′ = − sin x
y(0) = 0
y′(0) = 0
y′′(0) = 1

.

On commence par intégrer l’équation : y′′+y = cosx+K, oùK est une constante qu’on déterminera
à la fin. On constate que y1 = K est évidemment solution particulière de l’équation avec second
membre valant K. Cherchons une solution particulière y2 de l’équation avec second membre cosx.
Pour cela, on prendra y2 = Re(z), où z est solution de l’équation avec second membre eix. Le
polynôme caractéristique étant X2 +1 = (X− i)(X+ i), alors i est racine simple, donc on cherche
z sous la forme z(x) = αxeix. On a

z′′ + z = (−αx+ 2iα + αx)eix = 2iαeix = eix

donc 2iα = 1, c’est-à-dire α = 1
2i

= −1
2 i, donc

y2(x) = Re
(
−1

2ix(cosx+ i sin x)
)

= 1
2x sin x.

Par conséquent, les solutions à l’équation y′′ + y = cosx+K sont les fonctions

y(x) = λ cosx+ µ sin x+ 1
2x sin x+K
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où λ, µ et K sont à déterminer. En calculant les dérivées d’ordre 1 et 2 de y et en évaluant en 0
on a 

y(0) = λ+K
y′(0) = µ
y′′(0) = −λ+ 1

.

Finalement, comme y(0) = 0, y′(0) = 0 et y′′(0) = 1, on en déduit λ = µ = K = 0, et donc
l’unique solution est

y(x) = 1
2x sin x .
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