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Exercice 1

Soit a > 0 et soit f : [—a,a] — C une fonction continue par morceaux. Montrer

que
a ] 0 si f est impaire
/,a fz)dr = { 2[5 f(x)dx sif est paire

Par la relation de Chasles, on a

./‘aa f(x)dz = /Oa f(x)dz + /Oa f(z)dz

olu, en appliquant le changement de variable £ = —x dans la premiere intégrale du
membre de droite,

[ rwe= [ fnan = [ o= [ -

—a a

Ainsi, si f est impaire, f(—t) = —f(t) et on obtient
/ " @) = — / FO)dt + / f(x)de =0
—a 0 0
tandis que si f est paire, f(—t) = f(t) et donc

/ Fz)da = / F(t)dt + /O f(z)da = 2 /0 f(x)d.

JO



Exercice 2

Soit f : R — C une fonction continue par morceaux et T-périodique, ou T > 0.
Montrer que pour tout a € R,

/a U rar = /0 " rar.

Soit a € R. Par la relation de Chasles,

/O'Tf(t)dt ~ </Oa+/:+a, _/TT+G,> fodt.

Or par le changement de variables x =t — T,

/Tﬂ f(t)dt = /Oa flx+T)dz = /Oa f(z)dx

T

puisque par périodicité de f on a f(x +T) = f(x) pour tout z. D’ou le résultat.

Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes

2
1. / 2*Inxdx (intégrer par parties)
1

dz (changement de variable)

o [
' /0 ver +1

L 3x+1 , 12 .
) / ————dx (commencer par décomposer en éléments simples)
o (z+1)7

=1
1. En posant { :}L, ;lf , il vient

2
/ 22 Inxdr =

1



2. En posant t = e, on a dt = e*dx et donc

-1
/0 v er + Vit+1
:/ (t 4 1)"12dt
1
(t+ 1)
1
_§+1 .

=2ve+1—2V2.

3. On décompose en éléments simples

3r+1 3 2

(x+12 2+1 (x+1)2

donc

1 3r+1 N {—1}1
dr=3[nlz+1]], -2 |——
/()(:U+1)2 ! [ + 1, x+ 1l

=3n2-1

Exercice 4

En faisant apparaitre des sommes de Riemann de fonctions bien choisies sur
Iintervalle [0, 1], déterminer les limites suivantes :

1.
lim i L
n—-+o0o Pt n + ]{;

lim —Zk n—k

n—-+o0o n el

"1 1& 1 1-0& kx1
- = 0
zn+k nkzll+ n ,;f< i n )
avec f(r) = 115, donc
nginoo / f(z)dx = [In(1 + :L)] =1In2



101

k=1

3\>~

1 n

— > k(n—

n3 1?:21 (n
avec f(x) =z(1 — z), donc

1 1
lim —Zk n—k :/ f(:z;’)dxzé.
0

n%+:>cn el

Pour le prochain exercice on rappelle I'inégalité des accroissements finis :
Pour toute fonction g : [, 3] — R de classe C*,

l9(t) — g(a)| < |t — af s?pm 9 (z)].
€|,

Exercice 5

Soit f : [a,b] — R de classe C'. Pour tout n > 1, on considére la somme de
Riemann de f selon la méthode des rectangles a gauche

5./ b_anzlf<a+ k(b — ))

Notons M := supe(, | f'(t)].
1. Vérifier que

n—1 gy ktD(b—a) —a
/abf(t)dt—sn(f): Z/a:w,a: (f(t)_f<a+’f(b))>dt.

k=0 n

2. En déduire que
b M(b — a)?
[ st - s 0p) < MO8

<

3. Application algorithmique : On considére f(z) = e *" sur [a,b] = [0, 1].
Donner un majorant de M (a la main). Ecrire alors un algorithme donnant
une valeur approchée de [} f(t)dt a e prés.

1. Immédiat en remarquant que 'intervalle [a, b] est I'union disjointe des sous-
intervalles [a + kb’Ta a+ (k+ 1)1’775‘}7 dont la longueur de chacun vaut b?—l“
2. Par inégalité triangulaire et majoration en module de I'intégrale,

[ foar = 5,1 >—f( W’n‘))

a

a+ EtD(b=a) (k+l)(b a)

<z/ e

dt.




Pour tout k fixé entre 1 et n, I'inégalité des accroissements finis donne que
L k(b—a) (k+1)(b—a)
pour tout t € [ := {a%— —,a+ },

x sup | f'(x)]

0= 1 (s T <o (s 20 sy
- (t . ( ; k(bn”)) < sup [//)

R

at D) (b—a) B
f(t)—f(a—l—k(b_a)>|dt§ M J;(b_a)" (t— <G+M>)dt
n n

donc

a+t (k+1)n(b7u)

/(L+ k(bn—a)

at+———
b—a
= " xdr
0
bh— 2
-0
2n?
d’ou l'inégalité désirée en sommant pour k£ allant de 0 a n — 1.
3. f'(x) = —2ze™*" donc un majorant de M est 2. Or on a W < esiet
seulement si n > %, d’ou I'algorithme suivant :
Data : epsilon>0
Result : Valeur approchée de fol e dt a epsilon pres
S =0;
n = math.floor(1/epsilon ) + 1;
for k from 0 to n-1 do
| S =S + math.exp(-(k/n)**2)
end
return S/n
Exercice 6
— sin® x
Calculer une primitivede f : x — ——— et de g : v > —————.
P ve de f (22 + 2+ 1)2 g 1+ cos?z
On écrit
1—x 1 2x+1 3 1

S 4 .
(2 4+ 24 1)2 222 +x+1)2 2(22+x+1)?
Pour le premier terme du membre de droite, une primitive est

1
2441



Pour le second, on fait le changement de variable t = x + % Avec la notation du
cours, en notant [}, une primitive de (t2+3/4)7* pour la variable ¢, une intégration
par parties de I; donne

t 3

+20L — -1

L=—"—
YTy 3/4 2

c’est-a-dire,
2 t
L=—-—+—++1
273 <t2+3/4+ 1)

3
D’ou finalement en revenant a la variable z, une primitive de f(x) est

r+1 . 2 ; 20 +1
——— —=arctan | ——1 .
?+z+1 3 V3

Pour calculer une primitive de g, on applique la régle de Bioche : en changeant
x en —z, on remarque que g(x)dz est inchangé, donc on pose le changement de

ot [} = Z arctan(Z%).

variable t = cosx, ce qui donne dt = — sin xdx et donc
1— ¢
oo [ 1t

:/(1_1fﬁ)&

=t —2arctant + C

ou C est une constante réelle.



