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Rappel (Définitions et propriétés importantes sur les suites)

Une suite de nombres réels est une application de N dans R, notée habituellement (u,,)nen-
I1 ne faut pas confondre la suite (u,),en avec un de ses termes u,,, appelé terme général.

Une suite (u,)nen est dite

e majorée s’il existe M € R tel que pour tout n € N,
U, < M.

e minorée s’il existe m € R tel que pour tout n € N,
m < Up,.

e bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire s’il existe B > 0 tel que pour

tout n € N,
|un| < B.
e convergente s’il existe un réel £ tel que u,, tend vers ¢ quand n tend vers +o00. Dans ce cas
on écrit
lim w, =/ ou u, — L.
n—-400 n—-+oo

Elle est dite divergente sinon (soit parce que la limite est infinie, soit parce que la limite
n’existe pas).

e croissante si pour tout n € N|
Un+1 Z U, -

e décroissante si pour tout n € N,
Un+1 S Unp,-

e stationnaire si u, est constant a partir d’'un certain rang, c’est-a-dire s’il existe un réel c
et un rang N € N tel que pour tout n > N,

U, = C.



Voici schématiquement quelques liens d’implications importants entre ces notions :

croissante et majorée

Ny~

stationnaire % convergente % bornée

AN

décroissante et minorée

Certaines suites peuvent étre entierement définies par la donnée de leur premier terme ug (ou
quelquefois plusieurs premiers termes) et d’une relation de récurrence, c’est-a-dire une relation
liant le terme d’apres aux termes d’avant. C’est le cas par exemple de la suite de Fibonacci
définie par ug = u; = 1 et upy1o = upy1 + u,. Deux autres exemples importants de telles suites

sont les suivants :
e (up)nen est une suite arithmétique s'il existe r € R tel que pour tout n € N,

Up41 = Up + 7.
Dans ce cas le terme général s’écrit
Uy = Ug + NT.
o (up)nen est une suite géométrique s'il existe ¢ € R tel que pour tout n € N,
Upi1l = ¢ X Up.
Dans ce cas le terme général s’écrit
Up = Uy X q".

r et g sont appelés la raison de la suite (u,),en.

Exercice 1 (Comportement des suites arithmétiques et géométriques)

Soient (u,)nen une suite arithmétique de raison r € R, et (v,)nen une suite géométrique de
raison ¢ € R. En utilisant les définitions du début,

r<0?
1. que peut-on dire de la suite (u,)nen lorsque § 7 =07
r>07

q=07
0<qg<1?
g=17

2. que peut-on dire de la suite (v, )nen lorsque § g > 17
g=-—17
—1<qg<07?
qg<-—17




Exercice 2 (Comportement des séries géométriques)

Soit (v )nen une suite géométrique de raison q # 1. Pour tout n € N, notons
n
Sn =+ V1 +VF F V=Y U
k=0

1. Montrer que pour tout n € N,
1— qn—i-l

S, = vy X
Vo 1_q

2. En déduire le comportement de S,, quand n tend vers I'infini (suivant la valeur de q).

Exercice 3 (Une suite arithmético-géométrique)
Pour acheter la PS5, vous faites un prét a la banque de 500€ a un taux mensuel de 0,5%.
Vous choisissez de rendre 20€ a la fin de chaque mois a la banque.
1. Au bout de combien de mois aurez-vous remboursé totalement votre prét ?
2. Quel est le montant total de I'intérét payé ? En déduire le taux d’intérét global du prét.
3. Que se passe t-il si chaque mois au lieu de rendre 20€ vous rendez 2,50€ 7 Et seulement
2€7
Pour répondre a ces questions on commencera par formaliser le probléeme en introduisant des
notations littérales pour désigner le montant initial, le taux mensuel, la mensualité, le reste a
payer a la fin de chaque mois, etc...

Une petite pause détente avec cette histoire drole avant de poursuivre :

Une infinité de mathématiciens entrent dans un bar. Le premier commande une pinte,
le deuxieme une demi-pinte, le troisieme un quart de pinte, le quatrieme un huitieme
de pinte, etc... Le barman sert deux pintes et s’exclame :

« Ah vous les mathématiciens, vous ne connaissez vraiment pas vos limites! »

Nous rappelons maintenant la notion de limites pour les fonctions, puis nous faisons le lien

avec les suites.
Soit f: R — C.
e On dit que f admet une limite £ € C en un point a € R si

Ve>0, 30>0, Verela—da+d], |f(x)—{ <e.
e On dit que f admet une limite £ € C en 400 si

Ve >0, 3IB>0, Vre[B,+oof, |f(zx)—/{ <e.



Caractérisation séquentielle de la limite : Soit £ € C et a € RU {400}.

[f admet une limite ¢ en a] <= [pour toute suite (u,)nen tendant vers a, f(u,) tend vers /).

Dans ce cas on note

lim f(x) =4 ou f(z

T—ra

Exercice 4 (Une fonction n’admettant pas de limit

) — L.

e)

Exercice 5 (Signaux périodiques convergents)

Montrer que f est constante.

1
Montrer que la fonction f : x — sin (> n’admet pas de limite en 0.
x

Soit f : R — C une fonction périodique admettant une limite en +oo.

D’autres outils que les suites existent pour étudier des limites de fonctions. Par exemple, on
peut parfois utiliser le théoreme des gendarmes (exercice @, ou réussir a écrire la fonction comme

un taux d’accroissements (exercice [7)).

Exercice 6

Montrer 2 1o A
lim #3e%/t — 0, lim Ut 2u—4
t—0 u—+00 3u?+1
Exercice 7
Montrer . 1
1T 1 t
lim & — 3, Jim 2 _
z—0 T t—1¢—1

Exercice 8 (Convergence vers l’exponentielle)

Montrer que pour tout x € R,

n n—+00

(1+x) — e".

5

=3



